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60. ro¢énik MO Riesenia 1loh domaceho kola kategorie B

1. V obore realnych cisel vyrieste sustavu

Va2 +y? =z+1,
N
Vz22+ax2=y+ 1.

(Tomas Jurik)

Riesenie. Umocnenim a odéitanim prvych dvoch rovnosti dostaneme 22 — 22 =
= (2 +1)? — (z + 1)?, ¢o upravime na 2(z? — 22) + 2(z — 2) = 0 ¢ize
(x—2)(x+2z+1)=0. (1)

Analogicky by sme dostali dalsie dve rovnice, ktoré vznikna z (1) cyklickou zdmenou
neznamych x — y — z. Vzhladom na tito symetriu (dand sistava se nezmeni dokonca
pri [ubovolnej permutécii neznamych) staéi rozobrat len nasledovné dve moznosti:

Ak x = y = z, prejde pévodna sustava na jedint rovnicu V21?2 =z + 1, ktora ma
dve rieSenia x1 2 =1+ V2. Kazda z trojic (1 + \/5, 1+ \/5, 1+ \/5) je zrejme rieSenim
povodnej sustavy.

Ak st niektoré dve z ¢isel x, y, z rozne, napriklad z # z, vyplyva z (1) rovnost
x4z = —1. Dosadenim x+1 = —z do druhej rovnice ststavy dostavame y = 0 a potom
7 tretej rovnice mame 2% + (z + 1)2 = 1 ¢ize x(x + 1) = 0. Posledné rovnica mé dve
rieSenia x = 0 a x = —1, ktorym zodpovedaju z = —1 a z = 0. Lahko overime, Ze obe
najdené trojice (0,0,—1) a (—1,0,0) su rieSeniami danej sustavy, rovnako aj trojica
(0,—1,0), ktort dostaneme ich permutaciou.

Dané ststava ma pit rieseni:

(0,0,—1), (0,—1,0), (-1,0,0), (1+v2,1+v2,1+v2) a (1-v2,1—v2,1—V2).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. V obore realnych cisel vyrieste ststavu

:v2:y—|—z—|—1,
vi=z4x+1,
22:3:+y+1.

[(07 07 _]-)7 (O’ _]-) 0)7 (_1) O) O)]
N2. V obore realnych cisel vyrieste ststavu

Vr—y?2=z-1,

Vy—z2=z-—1,
Vz—zx2=y—1

[59-A—S-1]



N3. Uréte vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pre ktoré plati

2 +xy =y* + 2%,
z2+zy:y2+:c2.

[68-B-1-2]
N4. V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic
z+y=1,
r—Yy=a,
—4am+4y:z2—|—4
s neznamymi x, y, z a redlnym parametrom a. [68-B-II-1]
Nb5. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic
22+ 2z =6(y+ 2 — 2),
y? + 220 = 6(z +x — 2),
22 422y = 6(x +y — 2).
[A-53-S-3]

2. Uvazujme vnitorny bod P daného obdlznika ABCD a oznacme postupne Q, R obrazy
bodu P v sumernostiach podla stredov A, C. Predpokladajme, Ze priamka QR pretne
strany AB a BC wvo vnutornych bodoch M a N. Zostrojte mnozinu vsetkych bodov P,
pre ktoré plati M N| = |AB]. (Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Uhlopriecka AC daného obdlznika ABCD je podla zadania strednou priec-

kou v trojuholniku PQR, a teda AC || QR, takze aj AC || MN. Usetka MN je
tak jednoznacne urcend tym, Ze je rovnobeznd s AC, lezi v opacnej polrovine urcenej

R
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priamkou AC' ako bod P a pre jej dizku plati |[M N| = |AB|. Konstrukciu bodov M
a N je mozné urobit niekolkymi sposobmi. D4 sa napriklad vyuzit rovnobeznik AMNE
(obr.1), v ktorom plati |[AE| = |[MN| = |AB].

KedZe tisecka M N stcasne urcuje priamku, na ktorej lezi strana QR trojuholnika
PQR, je zrejmé, ze vrchol P musi lezat na priamke p, ktord je obrazom priamky M N
v osovej sumernosti podla priamky AC (obsahujicej strednti priecku trojuholnika
PQR). Priamka p mé s vnttrom daného obdlZnika spoloéné vnitro tsecky M’'N’ (ktora
je navySe obrazom néajdenej tiseCky M N v stredovej stmernosti podla stredu daného
obdlznika).

Lahko vidime, Ze aj naopak ku kazdému vnitornému bodu P usecky M'N’ lezia
zodpovedajuce body @), R na priamke M N a body M, N su tak priese¢niky priamky QR
so stranami AB, BC, takze vyhovuji podmienkam tlohy.

Zaver. Hladanou mnozinou vSetkych bodov P danej vlastnosti je vnitro vyssie
opisanej tsecky M'N’.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Je dand kruznica k s priemerom AB. K lubovolnému bodu Y kruznice k, Y # A
zostrojme na polpriamke AY bod X, pre ktory plati |[AX| = |Y B|. Uréte mnozinu

vsetkych takych bodov X. [56—B-1-2]
N2. V rovine daného stvorca K LM N urc¢te mnozinu vSetkych bodov P, pre ktoré sa uhly
NPK, KPL a LPM zhodné. [63-A-1-2]

N3. Je dany rovnostranny trojuholnik M PQ). N&ajdite mnozinu vrcholov C vsetkych troju-
holnikov ABC takych, ze body P, Q su péty vysok z vrcholov A, B a bod M je stred
strany AB. [51-B-1-6]

N4. St dané kruznice k a [ s roznymi polomermi, ktoré maju vonkajsi dotyk v bode T.
Priese¢nikom M ich spolo¢nych vonkajsich dotyénic vedme se¢nicu s oboch kruznic.
Oznac¢me X ten z oboch priese¢nikov kruznice k so seCnicou s, ktory je vzdialenejsi
od bodu M. Podobne oznacme Y ten z oboch priesec¢nikov kruznice [ so se¢nicou s,
ktory je vzdialenejsi od bodu M. Nech P je taky bod, ze XT'Y P je rovnobeznik. Urcte
mnozinu bodov P zodpovedajucich vSetkym takym secniciam s. [49-B-1-4]

3. Nech a, b, ¢ st redlne cisla, ktorych sucet je 6. Dokdzte, Ze aspon jedno z cisel
ab+bc, bc+ca, ca+ ab
nie je vacsie ako 8. (Jan Mazak)
RieSenie. Staci ukézat, ze stcet troch skimanych ¢isel neprevysuje 24:
(ab+ bc) + (be + ca) + (ca + ab) = 2(ab + be + ca) < ;(a—i— b+ c)? = 24,
kde nerovnost je dosledkom nerovnosti
3(ab+be+ca) < (a+b+c)? = 36,
ktora je ekvivalentné s nerovnostou 0 < (a — b)% + (b — ¢)? + (c — a)?; t4 je splnend pre
Tubovolné tri redlne ¢isla a, b, c.

Iné riesenie. Vzhladom na symetriu predpokladajme, Ze plati a = min{a, b, c}. Z rov-
nosti a + b+ ¢ = 6 potom vyplyva a < 2 a b+ ¢ = 4. Preto tretie skiimané ¢islo, rovné
a(b+ c), ma rovnaké znamienko ako ¢islo a, takze je urcite mensie ako 8, ak plati a < 0.
Ak je naopak 0 < a < 2, véimnime si, Ze zo zrejmej nerovnosti 0 < (u —v)?2, platnej pre
Tubovolné redlne é&isla u, v, vyplyva tpravou odhad 4uv < (u + v)?; ak sem dosadime
u = 2a a v =0b+ ¢, dostaneme

8a(b+c) < (2a+b+c)? = (a+6)* < 8 = 64;

odtial po vydeleni 6smimi dostaneme nerovnost a(b+ ¢) < 8.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze pre lubovolné realne éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

1<a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—a)(l—0b)(1—c)<09.

[55-B-11-4]
N2. Ak redlne ¢isla a, b, ¢, d vyhovuji rovnostiam
A=+t =c2+d? =1,
tak plati nerovnost
ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd < 3.
Dokazte a zistite, kedy pritom nastane rovnost. [65—-C-11-2]
4. Najdite vsetky celé c¢isla n, pre ktore je zlomok
n3 +2010
n? + 2010
rovny celému éislu. (Pavel Novotny)
RieSenie. Zlomok
n®+2010 2010(n — 1)

212010 ' n2+2010

je celé &islo prave vtedy, ked n? + 2010 je delitel ¢isla 2010(n—1) =2-3-5-67(n —1).
Ak nie je n nasobok prvocisla 67, st ¢isla n? + 2010 a 67 nestdelitelné, preto
n? + 2010 musi byt delitelom ¢&isla 30(n — 1). Kedze [30(n — 1)| < n? 4+ 2010, vyhovuje
len n = 1.
Nech n = 67m, kde m je celé. Potom

2010(n — 1)  30(67m — 1)
n2+2010  67m2+30

Ak nie je m nasobkom piatich, musi byt &slo 67m? + 30 delitelom ¢isla 6(67m —1). Pre
Im| < 4 to tak ale nie je a pre |m| = 6 je |6(67m — 1)| < 67m? + 30. Teda m = 5k, kde
k je celé. Potom

30(67m —1)  6(335k — 1)

67m?2 + 30 335k2 +6

Pre |k| 2 7 je absolttna hodnota tohto zlomku nenulovd a mensia ako 1. Zo zvySnych
¢isel vyhovuju k=0 a k = —6.

Cislo (n® 4+ 2010)/(n% 4+ 2010) je teda celé prave vtedy, ked celé n méa niektort
z hodnét 0, 1 alebo —2010.

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

1. . o . s ‘s . 1 n2+15n
N1. Najdite najmensie prirodzené cislo n, pre ktoré je podiel

prirodzené cislo.

33000
[56-B-S-3]
N2. Najdite vSetky dvojice (p,q) redlnych ¢isel také, ze mnohoclen x2 + pxq je delitelom
mnoho¢lena z* + pz? + q. [56-B-1-5]



5. Zaoberajme sa otazkou, ktoré trojuholniky ABC s ostrymi uhlami pri vrcholoch A
a B maju nasledujicu vlastnost: Ak vedieme stredom vysky z vrcholu C' tri priamky
rovnobezn€ so stranami trojuholnika ABC, pretnu ich tieto priamky v Siestich bodoch
leZiacich na jednej kruznici.
a) Ukazte, Ze vyhovuje kazdy trojuholnik ABC' s pravgm uhlom pri vrchole C.
b) Vysvetlite, preco Ziadny iny trojuholnik ABC nevyhovuje.  (Jaromir Simsa)

RiesSenie. Hoci odportcame riesit obe casti tlohy oddelene (t.j. najprv analyzovat
situaciu v pravouhlom trojuholniku), opiSeme priamo ich spolo¢né riesenie. Celti ilohu
mozeme totiz formulovat ako dokaz tvrdenia, Ze Sest zostrojenych bodov lezi na kruznici
prave vtedy, ked je uhol AC'B pravy.

Uvazujme teda Iubovolny trojuholnik ABC' s ostrymi uhlami «, 5 a ozna¢me M
stred vysky CP a D, E, F', G, H, I uvazované priesecniky tak, aby s vrcholmi A, B,
C a pidtou vysky P lezali na hranici trojuholnika v poradi

A, D, P, E, B, F G, C, H, I

Z konstrukcie vyplyva, ze body M, D, I st stredy stran pravouhlého trojuholnika AC' P
a body M, E, F su stredy stran pravouhlého trojuholnika BC'P. Oba stvoruholniky
PMID a PMFE st teda pravouholniky, takze i DEFI je pravouholnik (obr.2). Jeho
vrcholy D, E, F, I preto vZdy lezia na jednej kruznici a tsecky DF a EI su jej
priemery. Nasou tlohou je preto zistit, kedy na tejto kruznici lezia i body G a H. To
sa d& podla Télesovej vety vyjadrit podmienkou, ze uhly DGF a FHI su pravé. Kedze
DG || AC a EH || BC, st oba uhly DGF a FHI zhodné s uhlom ACB a ekvivalencia
s podmienkou pravého uhla ACB je tak dokazana.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Oznac¢me S stred kruznice vpisanej danému trojuholniku ABC a P, Q pity kolmic

z vrcholu C' na priamky, na ktorych lezia osi vnutornych uhlov BAC a ABC. Dokéazte,

ze priamky AB a P(Q st rovnobezné. [61-A-S-2]

N2. Vnutri stran BC, C A, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC' s postupne vybrané

body X, Y a Z. Dokézte, ze kazdému zo Stvoruholnikov ABXY, BCY Z a CAZX sa

d4 opisat kruznica prave vtedy, ked body X, Y, Z st péty vysok trojuholnika ABC.
[61-B-S-2]



6. Urcte pocet desatcifernych c¢isel, v ktorych mozno skrtnit dve susedné cifry a dostat
tak cislo 99-krat mensie. (Jan Mazak)

Riesenie. Nech n je ¢islo vyhovujice podmienkam zadania. Skrtnutim dvoch posled-
nych cifier zmensime n aspon stokrat, preto sa moézeme obmedzif na Skrtanie cifier,
ktoré nie si posledné. Po skrtnuti dvoch susednych cifier ostant z c¢isla n dve casti,
. 7’ v X AV X 7’ v . . ’ .

pritom prva c¢ast moze byt prazdna, ak sme skrtli jeho prvé dve cifry.

Nech a je ¢islo uréené prvou ¢astou ¢isla n (nula v pripade, Ze prva ¢ast je prazdna),
b je ¢islo uréené vyskrtnutymi dvoma ciframi a ¢ je uréené poslednou castou ¢isla n
(pocet cifier tejto Casti ozna¢me k). Podla zadania plati

99(a - 10* +¢) = a - 1072 + b - 10F + ¢,

po tprave 98¢ = 10¥(a + b). Kedze ¢ < 10%, musi byt 98 > a + b. Navyse ¢islo 49 deli
a + b, lebo je samo nestudelitelné s 10*. Kladny celo¢iselny podiel (a + b)/49 je mensi
ako 2, musi teda byt rovny 1, takze a + b = 49. Odtial vyplyva rovnost
10* k1
c=—-= 5-10%7 7,
kde ¢islo k je sti¢asne urc¢ené poctom cifier ¢isla a (ak oznadime [ pocet ¢islic ¢isla a, je
k =10 — [ — 2, pricom v pripade a = 0 polozime prirodzene | = 0).

Z uvedeného postupu vyplyva, Ze pre kazdé a € {0,1,2,...,49} a b = 49 —a
existuje prave jedno cislo ¢, pre ktoré opisané ¢islo n vyhovuje podmienkam zadania, a ze
iné vyhovujtice n neexistuju. Ukazeme, zZe vSetkych 50 takych n (konciacich siedmimi,
Siestimi alebo piatimi nulami) je navzajom roéznych.

Zostrojené n konciace siedmimi nulami je jediné (a = 0). Siestimi nulami kon¢i
9 zostrojenych ¢isel (a € {1,2,...,9}) a st navzajom rdzne, lebo zaéinaji réznymi
ciframi. Piatimi nulami kon¢i 40 zostrojenych ¢isel (a € {10,11,...,49}) a st navzajom
rozne, lebo zac¢inaja réznymi dvojcisliami.

Pre nézornost vypisme este niekolko ¢isel vyhovujicich zadaniu tak, ako ich dosta-
neme pomocou nasich avah: pre a = 0 mame b = 49, ¢ = 50000000 a n = 4 950 000 000,
prea =1jeb =48, ¢ = 5000000 an = 1485000000, pre a = 2 jen = 2475000000, ...,
pre a =9 jen = 9405000000, pre a = 10 je b = 39, ¢ = 500 000 a n = 1039 500 000, . . .,
pre a =49 je b =10, ¢ = 500000 a n = 4900 500 000.

Zaver. Existuje 50 ¢isel, ktoré vyhovuju zadaniu.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Ukéazte, ze skrtnutim poslednych dvoch ¢islic aspon trojciferného ¢isla dostaneme c¢islo
minimalne stokrat mensie ako pévodné cislo.
N2. Prirodzené cislo nazveme vinitym, ak pre kazdé tri po sebe iduce cdislice a, b, ¢ jeho

dekadického zapisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokazte, ze z ¢islic 0, 1, ..., 9 je mozné
zostavit viac ako 25000 desatcifernych vinitych &isel, ktoré obsahuju vsetky éislice od
nuly po deviatku (éislica 0 neméze byt na prvom mieste). [66-B-1I-3]

N3. Urcéte najvicsie dvojciferné éislo k s nasledovnou vlastnostou: existuje prirodzené
¢islo N, z ktorého po Skrtnuti prvej éislice zlava dostaneme ¢éislo k-krat mensie. (Po
vyskrtnuti ¢islice moze zapis ¢isla zacinat jednou alebo niekolkymi nulami.) K urce-
nému ¢islu k potom najdite najmensie vyhovujuce ¢islo V. [66—C—11-4]

N4. Urcte pocet vSetkych trojic dvojcifernych prirodzenych cisel a, b, ¢, ktorych sicin
abc ma zapis, v ktorom st vSetky cislice rovnaké. Trojice lisiace sa iba poradim c¢isel
povazujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich len raz. [64-C-I-5]



