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58. ro¢nik MO Riesenia tiloh domacej casti I. kola kategorie C

1. Tomas, Jakub, Martin a Peter organizovali na namesti zbierku pre dobrocinné ucely.
Za chvilu sa pri nich postupne zastavilo pit okoloidicich. Prvy dal Tomdsovi do jeho
pokladnicky 3 Sk, Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému
z chlapcov 8 Sk a ostatnym trom nedal nic¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom
nic. Sturty dal dvom chlapcom po 4 Sk a dvom ni¢. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk
a dvom nic. Potom chlapci zistili, Ze kaZdy z nich vyzbieral intd ciastku, pricom tieto
tvoria Styri po sebe idice prirodzen€ cisla. Ktory z chlapcov vyzbieral najmenej a ktory
najviac korun?

(Peter Novotny)

Riesenie. Dokopy chlapci dostali 3 +2+14+8+2-2+2-4+2-8 = 42 Sk. Toto
¢islo mozno jedinym sposobom vyjadrif ako sucet Styroch po sebe iducich prirodzenych
gisel: 42 = 9 + 10 + 11 + 12. Styria chlapci teda (v nejakom poradi) vyzbierali sumy 9,
10, 11 a 12 Sk.

Ziadny chlapec nemohol dostat 8 Sk zaroven od druhého aj od piateho okoloidiiceho
(inak by mal aspon 16 Sk, najviac vSak mohol kazdy z chlapcov dostat 12 Sk). Takze od
druhého a piateho maju traja chlapci po 8 Sk a jeden od nich nedostal ni¢. Najviac jeden
z tychto troch chlapcov mohol dostat 4 Sk od Stvrtého okoloidtiiceho, inak by mali uz
asponi dvaja chlapci asponi 12 Sk. Stvrty okoloidici musel teda dat 4 Sk prave jednému
z nich a 4 Sk zostavajicemu chlapcovi. Bez penazi prvého a tretieho okoloidiceho
teda maju chlapci vybranych 12, 8, 8 a 4 Sk. Chlapec, ktory dostal v stcte od druhého,
stvrtého a piateho okoloidiiceho dvanast kortin, uz nemohol dostat od prvého a tretieho
okoloidiiceho ni¢, lebo by mal viac ako dvanést kortin. Ten, ktory dostal v sucte od
druhého, stvrtého a piateho okoloidiiceho 4 Sk, musel dostat od prvého a tretieho v stéte
maximalnu moznu ¢iastku, t.j. 3+2 = 5 Sk, inak by mal dokopy menej ako 9 Sk (dostal
teda prave 9 Sk a vyzbieral najmenej). Takze najmenej vyzbieral Tomas, lebo on dostal
od prvého okoloidiceho 3 Sk, a najviac Peter, ktory od prvého okoloidiiceho nedostal
nic.

Uvahy lahko dokon¢ime a ukéZeme, e popisané rozdelenie je skutoéne mozné. Ako
uz vieme, Tomas$ vyzbieral 9 Sk a Peter 12 Sk. Jakub, ktory dostal 2 Sk od prvého,
nemohol dostat od tretieho ni¢, takZze dostal celkom 10 Sk, a Martin 11 Sk. VSetky
avahy moézeme prehladne usporiadat do tabulky, ktort postupne dopliiame.

1 2 3 4 5 b))
8 0 0
0 0 8
0 0 0 4 8 12 — P
0 4 0 <9 —-T
1+243| 1x8 2x2 2x4 2x8

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uk&zte, Zze prirodzené ¢islo n mozno vyjadrit ako stcet Styroch po sebe idicich ¢&isel
prave vtedy, ked n = 10 a n dava zvySok dva po deleni styrmi. [(k + 1) + (kK + 2) +
+(k+3)+ (k+4) =4k + 10]

D1. Dokézte, ze Iubovolné prirodzené ¢islo n = 3, ktoré nie je mocninou ¢isla 2, mozno

vyjadrit ako sti¢et niekolkych po sebe idicich prirodzenych éisel. [n = ”7_1 + 55 L pre
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nnepé,rne,n:(%—pg—l)—l—(%—%—l—l)—l—...—k(%—l—p;;) pren=p-q, kdep > 1

je neparny delitel]

D2. V klobtuku je péit lopticiek a na kazdej z nich je napisané jedno prirodzené ¢islo. Stucet
¢isel na loptickach v klobuiku je 27 a ¢isla na Tubovolnych dvoch loptickach sa lisia
asponl o dva. Dokézte, ze v klobuku nie je lopticka s ¢islom 6. [V klobiku moézu byt
bud lopti¢ky s éislami 1, 3, 5, 7, 11, alebo 1, 3, 5, 8, 10.]

2. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisand kruznica. Pdty kolmic
z bodov A, B na dotycnicu k tejto kruznici v bode C oznacme D, E. Vyjadrite dlZku
usecky DE pomocou dlzok odvesien trojuholnika ABC.

(Pavel Leischner)

Riesenie. Ozna¢me odvesny trojuholnika ABC' zvyc¢ajnym spdsobom a, b a protilahlé
uhly «, 3. Stred prepony AB (ktory je sucasne stredom opisanej kruznice) ozna¢ime O
(obr.1).

Vyska v = C'P rozdeluje trojuholnik ABC' na trojuholniky ACP a C'BP podobné
trojuholniku ABC' podla vety uu (a + 3 = 90°), tsecka OC' je kolma na DE a navySe
|OC| = |OA| = r (polomer opisanej kruznice). Odtial |[FOCA| = |[JOAC| = «
a|[dDCA|=90° — |[SOCA| = 5.

Pravouhlé trojuholniky AC'P a AC'D so spolo¢nou preponou AC sa teda zhoduju aj
v uhloch pri vrchole C'. St preto zhodné, dokonca stimerne zdruzené podla priamky AC.
Analogicky su trojuholniky CBP a C BE stmerne zdruzené podla BC. Takze |CD| =
= |CE| = v, ¢ize |DE| = 2v = 2ab/+/a? + b2, lebo z dvojakého vyjadrenia dvojnisobku
obsahu trojuholnika ABC vyplyva v = ab/|AB|, pricom |AB| = va? + b2.

Pozndmka. Namiesto dvojakého vyjadrenia obsahu mézeme na vypocet vysky C' P
vyuzit podobnost trojuholnikov CBP a ABC: sina = |CP|/|AC| = |BC|/|AB.

Obr. 1 Obr. 2

Iné riesenie. Usecka OC je strednou prieckou lichobeznika DABE, lebo je rov-
nobezna so zaékladnami a prechadza stredom O ramena AB. Preto D je obrazom
bodu F v stmernosti podla stredu C. Obraz F' bodu B v tej istej simernosti lezi
na polpriamke AD za bodom D (obr.2). Mame |CF| = |BC| = a, uhol ACF je pravy,
a teda trojuholniky AFC a ABC st zhodné. Vidime, ze CD je vyska v trojuholniku
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AFC zhodnéa s vyskou v, trojuholnika ABC, a DE je jej dvojnisobkom. Velkost
vysky v. dopocitame rovnako ako v predchadzajicom rieseni.

Odpoved. |DE| = 2ab/v/a? + b2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Vyjadrite vysku v, pravouhlého trojuholnika ABC s pravym uhlom pri vrchole C
pomocou stran a, b, ¢ tohto trojuholnika.

D1. Nech k je kruZnica opisand pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB dlzky c.
Oznac¢me S stred strany AB a D a E prieseniky osi stran BC a AC s jednym
oblﬁQkom AB kruznice k. Vyjadrite obsah trojuholnika DSE pomocou dizky prepony
c. [¢*/8]

D2. Vyjadrite obsah rovnoramenného lichobeznika ABCD so zadkladiami AB a C'D po-
mocou dlzok a, ¢ jeho zakladni a dizky b jeho ramien. [i(a +¢)4/4b2% — (a — ¢)?]

D3. V obdlzniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblik AC kruznice, ktorej stred lezi na
strane AB, pretina stranu C'D v bode M. Dokazte, ze priamky AM a BD st navzajom
kolmé. [48-C-1-2]

3. Ndjdite vsetky Stvorciferné cisla n, ktoré maju nasledujice tri vlastnosti: V zdapise

¢isla n si dve rozne cifry, kazdd dvakrdt. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré

vznikne otoéenim poradia cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi.
(Pavel Novotny)

RieSenie. V rieSeni budeme oznacovat ¢islo, ktoré vznikne otodenim poradia cifier
¢isla n, ako n. Rozoberieme tri pripady.

(i) Cislo n ma tvar aabb, kde a, b st rozne cifry. Takze n = 1100a + 11b a 7 =
= 1100b + 11a. Cislo 7 m4 delit ako n, tak 7, teda aj ich rozdiel n — n = 1089(a — b)
a sucet n +n = 1111(a + b). KedZe ani ¢islo 1089, ani ¢islo 1111 nie st ndsobkom
siedmich a sedem je prvocislo, tak 7 | a — b aj 7 | a + b. Ak pouzijeme rovnaka tvahu
este raz, vidime, ze 7| (a —b) + (a+b) =2aa 7| (a+b) — (a —b) = 2b, teda 7 | a
a'7|b, ¢ize a,b € {0,7}. Cifry a, b st navzadjom rozne, preto jedna z nich musi byt 0.
Ale potom jedno z ¢isel aabb, bbaa nie je Stvorciferné. Hladané ¢islo n teda nemoze mat
uvedeny tvar.

(ii) Cislo n m4 tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 101b a tiez 7 | n = 1010b + 101a.
Podobne ako v predchadzajicom pripade odvodime, ze 7| n—7n =909(a —b) a 7 | n+
+n = 1111(a + b), a z rovnakych dévodov ako v predchédzajicom pripade zistujeme,
ze 7| a, 7| b. Niektora z cifier by teda musela byt 0. Cislo n tak nemdze mat ani tvar
abab.

(iii) Cislo n mé tvar abba. Potom otoc¢enim poradia cifier vznikne to isté &islo, takze
mame jedini podmienku 7 | 1001a 4+ 110b. Kedze 7 | 1001 a 7 1 110, je tato podmienka
ekvivalentnd s podmienkou 7 | b. Preto b € {0,7}, a € {1,2,...,9}, a # b. Vyhovuje
tak vSetkych 17 &isel, ktoré prave uvedené podmienky spliaja: 1001, 2002, 3003, 4 004,
5005, 6006, 7007, 8008, 9009, 1771, 2772, 3773, 4774, 5775, 6 776, 8 778, 9 779.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte pocet vSetkych Stvorcifernych prirodzenych d&isel, ktoré st delitelné Siestimi
a v ktorych zépise sa vyskytuju prave dve jednotky. [56—-C—-S—1]

N2. Urc¢te pocet vSetkych trojic dvojcifernych prirodzenych cisel a, b, ¢, ktorych sucin
abc ma zapis, v ktorom st vsetky cifry rovnaké. Trojice lisSiace sa len poradim cisel
povazujeme za rovnaké, t.]. zapocitavame ich iba raz. [54-C-I-5]

N3. K prirodzenému c¢islu m zapisanému rovnakymi ciframi sme precitali stvorciferné
prirodzené cislo n. Ziskali sme sStvorciferné cislo s opa¢nym poradim cifier, nez ma
&islo n. Urcte vietky také dvojice ¢isel m a n. [52-C-1-5]



4. Dany je konvexny pdituholnik ABCDE. Na polpriamke BC' zostrojte taky bod G, aby
obsah trojuholnika ABG bol zhodny s obsahom daného pdituholnika.

(Lucie Ruzickova)

Riesenie. Rozbor. Najskor uvazujme bod F', ktory je priesecnikom priamky BC' a rov-
nobezky s EC' prechadzajicej bodom D (kedze E ¢ BC, st EC a BC roznobeiné,
obr. 3). Obsahy trojuholnikov ECD a ECF st zhodné (maju spolo¢nu stranu EC
a zhodnu vysku na tto stranu), obsah pétuholnika ABCDE je teda zhodny s obsahom
stvoruholnika ABFE.

Obr. 3

Dalej uvazujme bod G, ktory je prieseénikom priamky BC a rovnobezky s AF
prechédzajicej bodom E. Potom st opét obsahy trojuholnikov AFE a AFG zhodné,
a su preto zhodné aj obsahy Stvoruholnika ABF'E a trojuholnika ABG. Bod G tak ma
pozadovant vlastnost.

Hladany bod je na polpriamke BC' jediny, lebo pre rézne body X, Y na pol-
priamke BC maju trojuholniky ABX a ABY rozne vysky na spolo¢nu stranu AB,
majua teda rézne obsahy.

Popis konstrukcie.

Lp;p| EC, D € p;

2. F; Fepn BC,

3.¢;q || AF, E € ¢;

4. G; G € ¢gN BC

Uloha ma4 jediné riesenie.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

Oznacme P priese¢nik uhlopriecok daného konvexného stvoruholnika ABC D. Dokazte,
ze priamky AB a CD st rovnobezné prave vtedy, ked trojuholniky ADP a BCP
maju rovnaky obsah. [Rovnost obsahov trojuholnikov ADP a BCP je ekvivalentné
s rovnostou obsahov trojuholnikov ABC a ABD so spolo¢nou stranou AB.|

V kruznici s polomerom 2 je dana tetiva AB dlzky 3. Urcte, aky najvicsi obsah méze
mat Stvoruholnik AX BY, ak jeho vrcholy X, Y lezia na kruznici k. [Najvicsi obsah 6
mé deltoid, ktorého uhlopriecka XY je priemerom kruznice k.

Dany je obdiznik ABC'D. Nech priamky p a ¢, ktoré prechadzajt vrcholom A, pretinajt
polkruznice zvonka pripisané stranam BC a C'D daného obdlznika postupne v bodoch
KalL (B#K#C # L # D) astrany BC a CD postupne v bodoch P a Q tak,
ze trojuholnik ABP ma rovnaky obsah ako trojuholnik KCP a zaroven trojuholnik
AQD ma rovnaky obsah ako trojuholnik C'LQ. Dokazte, ze body K, L, C lezia na
jednej priamke. [53—-C-1-2]



5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet cisel tak, aby sucet Ziadnych
dvoch vybranych ¢isel nebol nasobkom jedendstich. (Vysvetlite, preco zvoleny vgber md
pozZadovani vlastnost a preco Ziadny vyber vicsieho poctu cisel nevyhovuge.)

(Jaromir Simsa)

RieSenie. Cisla od 1 do 99 rozdelime podla ich zvysku po deleni ¢islom 11 do jedenastich
deviitprvkovych skupin Ty, 11, ..., Tio:

To = {11,22,33,...,99},
Ty ={ 1,12,23,... 89},
Ty ={ 2,13,24,...,90},

Tio = {10,21,32,... ,98}.

Ak vyberieme jedno ¢islo z Ty (viac ich ani vybrat nesmieme) a vsetky ¢isla z T,
15, Ts, Ty a Ty, dostaneme vyhovujuci vyber 1+ 5-9 = 46 ¢isel, lebo stucet dvoch cisel
z 0,1, 2,3, 4,5 je delitelny jedenastimi jedine v pripade 0 + 0, z mnoziny Ty sme vSak
vybrali iba jedno ¢islo.

Na druhej strane, v Iubovolnom vyhovujicom vybere je najviac jedno ¢islo zo
skupiny Ty a najviac 9 ¢isel z kazdej zo skupin

Ty UTho, ToUTy, T3UTy, Ty UTy, Ts UTs,

lebo pri vybere 10 ¢isel z niektorej skupiny 7T; UT11—; by medzi vybranymi bolo niektoré
¢islo zo skupiny T; a aj niektoré ¢islo zo skupiny 141 _;; ich stcet by potom bol delitelny
jedenéastimi. Celkom je teda vo vybere najviac 1 4+ 5 -9 = 46 ¢isel.

Pozndmka. Mozno uvedené ,,uCesané“ riesenie vyzera prili§ trikovo. Avsak pocia-
to¢né tvahy kazdého riesitela k nemu rychlo vedu: iste zalezi len na zvyskoch vybranych
Cisel, takze rozdelenie na triedy 7; a vyberanie z nich je prirodzené. Je jasné, ze z Ty moze
byt vybrané len jedno ¢islo a vSetko dalSie, o ¢o sa musime starat, je poziadavka, aby sme
nevybrali zaroven po ¢isle zo skupiny T; aj zo skupiny 771_;. Ak je uz vybrané niektoré
¢islo z triedy T;, kde i # 0, mozeme kludne vybrat vSetky ¢isla z T;, to uz skimant
vlastnost nepokazi. Je preto dokonca jasné, ako vsetky mozné vybery najviicésieho poc¢tu
Cisel vyzeraju.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Ukazte, ze z lubovolnych n prirodzenych éisel mozno vybrat niekolko (napriklad aj

jedno) tak, ze ich sucet je delitelny ¢islom n. [Uvazujte éisla a1, a1 +a2, ..., a1+ -+
+ ap, aich zvysky po deleni n.]

N2. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n (n = 2) je mozné z mnoziny {1,2,...,n — 1}
vybraf aspon dve navzajom rézne parne ¢isla tak, aby ich sticet bol delitelny ¢islom n.
[54-C-1-2]

D1. Urcte pocet vSetkych trojic navzajom roznych trojcifernych prirodzenych cisel, ktorych
stucet je delitelny kazdym z troch s¢itanych &isel. [55-C-1-3]



6. Dokazte, Ze pre lubovolné rozne kladné éisla a, b plati
a+b<2(a2+ab+b2)< a? + b2
2 3(a+b) V2

RiesSenie. Lavi nerovnost dokdzeme ekvivalentnymi tipravami:

(Jaromir Simsa)

a+b - 2(a® + ab + b?)

2 3a+d)

3(a+b)? < 4(a® + ab + b?),
0 < (a—0b)>

| -6(a+0b)

Posledna nerovnost vzhladom na predpoklad a # b plati. Aj pravi nerovnost zo zadania
budeme ekvivalentne upravovat, zaéneme umocnenim kazdej strany na druhi:

4(a® + ab + b*)? - a? + b2
9(a + b)? 2
8(a® + ab+ b%)? < 9(a® + b*)(a + b)?,
8(a* + b* + 2a°b + 2ab® + 3a%b?) < 9(a* + b* + 2a%b + 2ab® + 2a2b?),
6a’b* < a* + b* + 203D + 2ab>.

|- 18(a +b)?

Posledné nerovnost je sti¢tom nerovnosti 2a2b? < a* + b* a 4a?b? < 2a3b + 2ab?, ktoré
obe platia, lebo po presune ¢lenov z lavych stran na pravé dostaneme po rozklade uz
zrejmé nerovnosti 0 < (a? — b2)2, resp. 0 < 2ab(a — b)?.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre a, b € R dokazte
a* +v* = a®b + bla.
[Upravte na tvar (a® — b3)(a — b) = 0.]

D1. Dokézte, ze pre kazdé tri redlne cisla z, y, 2z, ktoré spliiajt nerovnosti 0 < ¢ < y <
< z < 1, plati nerovnost

m2+y2+z2<xy+yz+zx+z—:c.

[48-C-T1-4]
D2. Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b a ¢ plati nerovnost

(o 1) (0 2) (e 1) =
[55-B-S—1]

D3. Ak reélne &isla a, b, ¢, d spliiaji rovnosti
a2+ =0+=2+d%2 =1,

plati nerovnost
ab+ac+ad+bc+bd+cd5 3.

Dokézte a zistite, kedy nastane rovnost. [55-C-11-2]



