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Uloha 1. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me H prieseénik jeho vy$ok. Kruznica so stredom
v strede strany BC prechadzajica bodom H pretina priamku BC v bodoch A; a A;. Podobne
kruznica so stredom v strede strany C'A predchadzajiuca bodom H pretina priamku C'A v bodoch
B; a Bs a kruznica so stredom v strede strany AB predchadzajica bodom H pretina priamku AB
v bodoch C; a C5. Dokézte, ze body Ay, As, By, Ba, C1, Cs leZia na jednej kruznici.

Uloha 2. (a) Dokézte, ze
22 . y? . 52 -
(=12 (-1 (z-1)2"

pre vetky reélne &isla z, y, z rozne od 1 spliiajtce ryz = 1.

(b) Dokézte, Ze v uvedenej nerovnosti plati rovnost pre nekoneéne vela trojic raciondlnych ¢isel
x, y, z roznych od 1 spliiajicich zyz = 1.

Uloha 3. Dokézte, Ze existuje nekoneéne vela kladnjch celjch ¢isel n takych, ze n? + 1 mé prvo-

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 minait
Za kaZdi wlohu moZno ziskat 7 bodov.



2 0O Language: Slovak Day: 2
MADRID

494 INTERNATIONAL
MATHEMATICAL
QLYMPIAD

49th INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD
MADRID (SPAIN), JULY 10-22, 2008

Sturtok, 17. jil 2008

Uloha 4. Najdite vetky funkcie f : (0,00) — (0,00) (t.j. funkcie z kladnych realnych &isel do
kladnych redlnych ¢isel) také, ze

(F)" + (F(@)" w2 422

@)+ f(z2) 2+

pre vietky kladné realne &isla w, z, vy, z spliiajice wz = yz.

Uloha 5. Nech n a k st kladné celé ¢sla, kde & > n a k — n je parne ¢&slo. Danych je 2n lamp
oznacenych 1, 2, ..., 2n, pricom kazda z nich moze byt bud zapnutd alebo vypnutd. Na zaciatku st
vSetky lampy vypnuté. Uvazujeme postupnosti krokov: v kazdom kroku jednu z ldmp prepneme (zo
zapnutej na vypnuta alebo z vypnutej na zapnuti).

Nech N je pocet takych postupnosti pozostavajucich z k krokov, ktoré veda do stavu, ze vsetky
lampy od 1 po n st zapnuté a vSetky lampy od n + 1 po 2n st vypnuté.

Nech M je pocet takych postupnosti pozostavajicich z k krokov, ktoré vedu do stavu, ze vsetky
lampy od 1 po n st zapnuté a vsetky lampy od n 4+ 1 po 2n st vypnuté, pricom ziadna z ldmp od
n + 1 po 2n nebola nikdy zapnuta.

Uréte podiel N/M.

Uloha 6. Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik, pricom |BA| # | BC|. Ozna¢me postupne w; a wy
kruznice vpisané do trojuholnikov ABC a ADC. Predpokladajme, Ze existuje kruznica w dotykajica
sa polpriamky BA za bodom A a polpriamky BC' za bodom C, ktora sa dotyka aj priamok AD
a C'D. Dokéazte, Ze spolocné vonkajsie doty¢nice kruznic wy a wy sa pretinaji na kruznici w.
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